
 

25 

 

فناوری و مهندسی علوم، در پژوهش فصلنامه   

1395 بهار، 1، شماره 2دوره   

38-25صفحات   

ISSN: 2476-5082 

www.uctjournals.com 

 دوگان جریان با مینیمم هزینه در شبکه های مسطح

 
 3و  دکتر مجید زهره بندیان 2،  دکترحسن صالحی فتح آبادی1لیلا کلاهدوزی

 دانشگاه آزاد اسلامی، واحد کرج،گروه ریاضی، کرج، ایرانتحقیق در عملیات/ -کارشناسی ارشد/  ریاضی کاربردی 1

 leile563@yahoo.comآدرس ایمیل : 

 حقیق در عملیات /استادت –دکتری تخصصی ، ریاضی کابردی 2

 hsalehi@ut.ac.irآدرس ایمیل:

 تحقیق در عملیات /استاد –دکتری تخصصی /ریاضی کابردی  3

 zohrebandian@yahoo.comآدرس ایمیل :

 
 

 چکیده

 در شبکه های جریان عبور جریان از کمان های)مسیرها( شبکه دارای هزینه می باشد. در این گونه شبکه ها، مسئله جریان با

مینیمم هزینه جریانی است که ضمن انتقال مقدار لازم جریان از گره های تولیدی)منبع( به گره های مصرف)مقصد( دارای حد 

اقل هزینه نیز باشد. این مسئله در شبکه های معمولی با الگوریتم های متعددی حل گردیده است. اما در شبکه های مسطح 

بکه های مسطح به گونه ای طراحی می شوند که اگر روی یک سطح دو بعدی)مثلأ نیاز به بررسی و مطالعه بیشتری دارد. ش

کاغذ( رسم شوند کمان ها همدیگر را قطع نمی کنند. به علاوه هر گراف مسطح به عنوان گراف اولیه دارای دوگان به صورت 

ستفاده می گردد. تابع هدف این یک شکل هندسی نیز می باشد. در این مسئله از گراف دوگان به عنوان یک وسیله میانی ا

مسائل سرجمع کل هزینه های انتقال جریان بین گره ها می باشد. قیود این مسئله تعادل جریان در گره ها است. به این معنی 

که حجم جریان های ورودی گره ها، حجم جریان های خروجی گره ها و مقدار جریان تولید/ مصرف گره ها دارای تعادل 

 دهد.باشد، می)بالانس( می 

 

 شبکه های مسطح، دوگان، مینیمم هزینه: های کلیدیواژه

 
  

 



 فناوری و مهندسی علوم، در پژوهش فصلنامه

 38-25، صفحات 1395 بهار ، 1، شماره 2دوره 

26 

 

 مقدمه -1

سازی ترکیبی است، و یکی از مهم ترین ی اصلی در علوم کامپیوتر و بهینهمسئله شبکه جریان با کمترین هزینه،  مسئله

و  2[ خولر 1و همکاران ] 1آهوجا ئله وجود دارد ها برای این مسها و الگوریتممسائل جریان شبکه است و بسیاری از کاربرد

حل مسئله گردش حداقل هزینه مسطح را مورد مطالعه قرار دادند. آنها چند ساختار فضای راه 1993[ در سال17همکاران]

ردند، هایی که آنها پیشنهاد کروشی که ممکن است منجر به الگوریتم کارایی برای مسئله شود، پیشنهاد کردند. یکی از روش

 2009[ در سال 3و همکاران]3بندی گراف دوگانه از مسئله جریان حداقل هزینه است که ما به دنبال آن هستیم. چمبرزفرمول

ی کراندار، و همچنین یک الگوریتم گردش حداقل هزینه برای پیدا کردن های دستهالگوریتم حداکثر جریان را برای گراف

اند. این الگوریتم همچنین برای دادههای توپولوژیکی معین ارائه انات موردنظر ویژگیگردشی با حداقل هزینه در میان جری

الگوریتمی مبتنی بر روش  ]15[ 4برنامه نویسی خطی دوگان مسئله در  گراف دوگان هندسی استفاده شده است ایمای و ایوانو

و زمان در حال اجرا  )log(n max{c,u})) oاند که در آن ریزی خطی ارائه دادهنقطه درونی برای برنامه

مسئله جربان حداقل هزینه در چرخه را مورد مطالعه  ]27[و آهوجا  5اخیرا، ویدیاناتان فضای مورد نیاز است. o(nlogn)نیز 

را   o(n)الگوریتم زمان برای دور دو طرفهرا o(nlogn) اند.که یک مورد خاص از یک شبکه مسطح است، آنها قرار داده

ی طراحی گراف را مورد مسئله در زمینه ]14[ 6اند. کورنلسون و کارنباهورگذاری کردهالگوریتم زمان برای چرخه یک سویه نام

 [ مسئله ای در زمینه پردازش تصویر را 5اند. کورنلسون و همکاران]مطالعه قرار داده

ناپذیر متناهی دارند،  ها، ظرفیت جداییی کمانی مسئله وقتی که همهالگوریتم برا )oاند. و مطالعه قرار داده مورد

 .  کند، داشته باشنددهد تا یک راس اضافی که مسطح بودن را نقض میها اجازه میاند. این الگوریتم اخیر به شبکهارائه داده

 در این پایان نامه به ترتیب به بیان فصل های زیر می پردازیم.

دوگان مسئله جریان با  به کاربردهای. در فصل دوم یف کلی و مقدماتی مورد نیاز مسئله را بیان می کنیمدر فصل اول، تعار

تعدادی از حالات خاص جریان با کمترین هزینه نقش اساسی را در تئوری گراف و . در ریاضی خواهیم پرداختمینیمم هزینه 

گوییم که چرا این دو حالت  مورد آن اشاره کرده و می به دو صلاین فکند. در  به طور عام تر در شبکه های جریان بازی می

خاصی از مسئله ی جریان با کمترین هزینه است. به علاوه این دو کاربرد رابطه ی عمیقی با مسئله ی جریان با کمترین هزینه 

با کمترین هزینه به طور زیادی  این مسائل دارد. تعدادی از الگوریتم های جریان  با هر دوی  دارد زیرا که جنبه های مشترکی

ای از ساختار)ساختمان(داده برای نگهداری مجموعه در فصل سوم جهت حل مسئله ی عمومی به این دو کاربرد وابسته اند.

شود، یک عملگر اتصال که دو درخت  را با افزودن یک یال ترکیب درخت های با رئوس ناهمبند تحت دو عملگر مطرح می

کند. هر کند، و دیگری عملگر برش که هر درخت را با حذف یک یال، به دو درخت تقسیم میخت تبدیل میکرده و به یک در

با یک مسئله جریان باحداقل هزینه در شبکه های معمولی و مسئله جریان فصل چهارم  از دارد. نیo(logn) عملگر به زمان

سئله متناظر در گراف دوگان هندسی را که به صورت گردشی با حداقل هزینه در یک شبکه مسطح  شروع می کنیم.سپس م

-بریم، یکی تبدیل مبتنی بر دوگان هندسی از نمودارمسئله برنامه ریزی خطی تشریح می کنیم. سپس دو تبدیل را به کار می

رتبط ریزی خطی. در نتیجه، یک مسئله جریان با حداقل هزینه در شبکه مسطح مهای مسطح و دیگری تبدیل دوگان برنامه

های مسئله هایی با ظرفیت شوند که چنین هزینه ی اصلی تعریف میهایی از مسئلههای متعادل توسط هزینهاست که قید

 اند.اصلی  تعریف شده

 ومفاهیم مورد نیاز تعاریف

د را گراف نامند. کنها را به هم وصل می ها که رأس ای از یالیک مجموعه غیرتهی از اشیا به نام رأس و مجموعه گراف: (1

دهند. برای نمایش تصویری گراف، از نقطه نشان می و گراف را با Aها را با و مجموعه یال Nها را با مجموعه رأس

 شود.یا دایره به جای رأس و نیز از کمان یا خط به جای یال استفاده می
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یستند، گراف غیر جهت دار گویند که یال های آن زوج های ن دارها جهت یالدر آن ی که گرافبه  دار:جهتغیر گراف( 2

 نامرتب از گره های متمایز می باشند. 

 
 

 

 

 

 

 : گراف غیر جهت دار1-1شکل

N= 
 

، عرضه/تقاضا، ظرفیت آن توابع هرگاه در است دارجهتیک شبکه غیررداجهتگراف غیر دار:جهتغیر شبکه( 3

 :هزینه انتقال و جریان به ترتیب به صورت زیر تعریف شده باشند

       عرضه/تقاضا         

     ظرفیت  

      هزینه انتقال 

            جریان 

و از کمان جریان واحد یک انتقال هزینه را   کمان،را ظرفیت  

  .نامندمی   را جریان روی کمان و  ی تقاضای گره را عرضه یا 

آنگاه   ند و اگررا گره تقاضا می نام i گره آنگاه را گره عرضه می نامند و اگر iآنگاه گره  اگر توجه :

 را گره میانی می نامند. iگره 

 گره میانی گره ی است که در آن تقاضا وعرضه موجود نیست وفقط به عنوان یک رابطه استفاده می شود. : توجه

ها دارای ل دار دارد با این تفاوت که در این حالت، همه یاتعریفی مشابه گراف و شبکه غیرجهت دار:( گراف و شبکه جهت4

 . Aیعنی جهت بوده و کمان نامیده می شوند،کمان زوج های مرتبی از گره های متمایز هستند 

و مجموعه کمان های  دار با مجموعه رئوس ( مثالی از یک گراف جهت2-1شکل )

 است.   

 
 گراف جهتدار با شش گره و هشت کمان

1
  

2 

3
  

4
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را یک زیر  آنگاه  را در نظر بگیرید فرض کنیدگراف اف: ( زیرگر5  

 باشند.  در jو  iآن گاه  می نامند به گونه ای که اگر گراف 

ای رسم کرد که یال ها فقط در نقاط گراف مسطح گرافی است که بتوان آن را در یک صفحه به گونه ( گراف مسطح : 6

 انتهایی همدیگر را قطع کنند، به عبارت دیگر یال ها روی یک صفحه همدیگر را قطع نکنند.

شبکه های مسطح به گونه ای طراحی می شوند که اگر روی یک سطح دو بعدی رسم شوند کمان ها  ( شبکه ی مسطح:7

 همدیگر را قطع نمی کنند.

 دنباله ای از یال هایگرهیک زنجیراز ، دارجهتیردر شبکه غ :( زنجیر8

P=  .است بگونه ای که در آن گره اولیه ی هر یال گره پایانی یال قبلی خود است  

  زنجیر در یک جهت باشند آنگاه به زنجیر یک مسیر می گویند. اگر تمام یال های یک( مسیر: 9

را به هر گره دیگر درخت وصل  rرا در نظر بگیرید، اگر یک مسیر جهت دار موجود باشد که گره  rگره  درخت: ( ریشه ی10

 را ریشه درخت می نامند. rکند، در این صورت 

 مسیری که فاقد گره یا کمان تکراری باشد. ( مسیر مینیمال:11

ور نامیده می شود. مسیری که گره های ابتدا و انتهایی آن بر زنجیری که گره ابتدا وانتهای آن برهم منطبق باشند د ( دور:12 

 هم منطبق باشند دور جهت دار نامیده می شود )یک شبکه را بدون دور گوییم هر گاه شامل هیچ دور جهتداری نباشد(.

ود باشدد، آنگداه را درنظر بگیرید. اگر بین هردوگره دراین گراف، حداقل یک مسیر موجگراف :گراف همبند (13

 ، همبند است.گراف 

 گراف همبندی که فاقد دور باشد درخت نامیده می شود.( درخت: 14

درختی است که شامل همه ی گره های گراف باشد، یعنی یک زیر گراف همبند بدون دور پوشا ( درخت پوشا یا فراگیر: 15

 است.

 به باید که هستند( جریانی)کالا حاوی گره چند یا یک جریان های کهشب مسائل از بخشی در :مقصد و مبداء ( گره16

 مقصد( های گره)دسته دوم را گره های گره و مبداء( های گره)گره را اول دسته های گره. یابد انتقال دیگری( های گره)گره

 نامند.

و گره ای که انتهای کمان  (father)گره ای که ابتدای کمان است را گره پدر:  (son)و فرزند (father)گره پدر (17

 می نامند. (son)است را گره فرزند

به مجموعه یال هایی که یک  ⌀را در نظر بگیرید فرض کنید  ،شبکه ( برش:18

می نامند که به صورت زیر تعریف می  ), (Xاست را برش و انتهای دیگر آن ها در Xانتهایشان )ابتدا یا انتها آن ها( در 

 شود.

)=(X, 
یک برش نباشد. برش های مینیمال را به  ،یک برش را مینیمال گوییم هر گاه هر زیر مجموعه سره ی آنبرش مینیمال: ( 19

  نمایش می دهیم.  MCاختصار با 

هزینه انتقال یک واحد  باشد و  پتانسیل گره،اگربرای هر گره  : ( هزینه تخفیف یافته کمان20

نشان دهد، برای یک مجموعه داده شده از پتانسیل گره ها  درطول کمان  به گره  جریان را ازگره 

نمایش می دهیم وبه   را با ، هزینه کاهش یافته مربوط به کمانمانند

 تعریف می کنیم. صورت  

 توان تعریف کرد:را به دو صورت می : اندازه یک داده با مقداراندازه یک داده با مقدار  (21
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 تعریف کرد. اندازه آن را خود  (1

 تعریف کرد.اندازه آن را (2

شود. اکثر کامپیوترها اعداد را به صورت بنابر دلایل خاصی تعریف دوم کاراتر است. دلیل اصلی با توجه به کار کامپیوتر بیان می 

بیت احتیاج دارد بنابراین  ، به کنند و نمایش دودویی های حافظه با اندازه ثابت بیت ذخیره می دودویی و در مکان

 .تعریف کنیم را تر آن است که اندازه داده مطلوب

جاری جریان  نشان می دهیم  هر گاه   را با   ظرفیت باقیمانده کمان یک کمان: ظرفیت باقیمانده( 22

بیشترین جریان اضافی است که می   یا به عبارتی دیگر شودتعریف می در شبکه باشد آنگاه 

 ارسال شود. jبه گره  i تواند از گره
 :دارای دو مولفه است  ظرفیت باقیمانده 

 است  که ظرفیت استفاده نشده کمان  (1

 حذف کرد. j به     iرا برای افزایش جریان از گره   است و می توان این جریان  (j,i)که جریان  فعلی روی کمان (2   

 باشد؛ شبکه باقی G جریان شدنی در  یک شبکه جریان باشد و G=(N,A)فرض کنید  شبکه باقیمانده:( 23

 سازیم.می Gرا به صورت زیر از مانده

 هستند. در  Gتمام گره های  (1

 دهیم.جای می را در  با ظرفیت  آنگاه یال باشد و  Gدر  اگر یال  (2

 دهیم.جای می را در  با ظرفیت  گاه یال باشد آن و  Gدر  اگر یال  (3

 می شود. دو یال دربه منجر  Gدر  آنگاه یال  0اگر توجه:

 

 هامتای الگوریمفاهیم پایه

 و پیچیدگی الگوریتم گیری کارایی الگوریتمهای اندازهی چون الگوریتم، روشدر این بخش، به طور اجمالی به معرفی مفاهیم

 پردازیم.می

 الگوریتم

 های مختلف یک الگوریتم در حالت کلی عبارتند از:ه است. گامئلمس جواب گام به گام یکنندهدر واقع یک تولید یک الگوریتم،

 رها(ی)از قبیل تخصیص مقادیر به متغ های تخصیصگام (1

 )از قبیل جمع، ضرب، تقسیم و...( های عملیاتامگ (2

  )از قبیل مقایسه دو عدد و ...(ق های منطگام (3

ها را ، بنابر این باید زمان اجرای الگوریتمه دیگر را به کندی حل کندئله را به سرعت و مسئلیک الگوریتم ممکن است یک مس

 کنیم. ها را انتخاباندازه بگیریم تا بتوانیم بهترین الگوریتم

 .گیری کارایی یک الگوریتم وجود دارده روش برای اندازهس

های مختلفی از مسائل کارایی، آن را در این روش برنامه کامپیوتری الگوریتم را نوشته و در کلاس آنالیز تجربی: (1

 .یمکنامتحان می

تخاب یک تابع توزیع احتمال، تخمین های مورد انتظار الگوریتم را با اندر این روش تعداد گام آنالیز میانگین حالت: (2

 .یمزنمی



 فناوری و مهندسی علوم، در پژوهش فصلنامه

 38-25، صفحات 1395 بهار ، 1، شماره 2دوره 

30 

 

لگوریتم ا یا ها های ممکن، یک کران بالا برای تعداد گامدر این روش با محاسبه حداکثر گام آنالیز بدترین حالت: (3

 .نیمکتعیین می

 .گیردروش سوم بیشتر از بقیه مورد استفاده قرار می

 پیچیدگی الگوریتم

هدددا وابسدددته اسدددت. از طرفدددی ، بددده ندددوع و انددددازه ورودی، کنددددجدددرا صدددرف میکددده یدددک الگدددوریتم بدددرای ا زمدددانی

هددای های یکسددان زمانبیشددتری نیدداز دارنددد و نیددز مسددائل مختلددف بددا اندددازه حددل بدده زمددان تددربزرگمسددائل 

 اجرای متفاوتی دارند.

مشخص  اندازه ورودی داده شده یازابانواع مسائل را  بیشترین زمان مورد نیاز برای حل ،تابع پیچیدگی زمانی یک الگوریتم

باشد، در این صورت حداکثر  برابر ،مقدار ثابت  ازایکند. به عنوان مثال، اگر تابع پیچیدگی زمانی یک الگوریتم بمی

 است.    کمان  گره و  له شبکه جریان با ئبرای حل هر مس مورد نیاز زمان اجرای

 های ه ماکزیمم جریان در شبکهئلمس

است، در نظر گرفته  و کران پایین  کمان، که هر کمان دارای کران بالای   mگره و  ای بااگر شبکه

له ماکزیمم جریان، یافتن جریانی در این ئشد، آنگاه هدف مسمعرفی شده با tو گره مقصد با  sشود و در این شبکه گره مبدا با 

شود(، بدون تجاوز کردن از قیود وارد می t که به گره )و مقدار جریانی s  شبکه است به طوری که مقدار جریان خروجی از گره

 یمسیرهای افزایشه عبارتند از: الگوریتم ئلارائه شده برای این مس های الگوریتم بعضی ازگردد.  بیشینهظرفیت، 

f از گرهمقدار جریان  در شبکه s  به گرهt است که از مبدا خارج شده ودقیقا همان مقدار جریان وارد مقصد می شود. مسئله 

 شود:بندی میماکزیمم جریان به صورت زیر فرمول

 
 

  

)1-1( 

 

 

 است. به گره    ن از گره، مقدار جریاد توجه داشت که یبا

 یکی از الگوریتم هایی که مسئله ماکزیمم جریان را حل می کند، الگوریتم مسیر های افزایشی است که به

 شود:زیر بیان میصورت  

  های زیر را داشته باشد:در ابتدا باید شبکه ویژگی

 شبکه همبند باشد. (1

 دار باشد.شبکه جهت (2

 نباشد.  به  ه دارای یک مسیر با ظرفیت نامتناهی ازشبک (3

 ها، اعداد صحیح باشند.ظرفیت کمان (4
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 افزایشی هایالگوریتم مسیر

 شود.در نظر گرفته می ک جواب شدنی اولیه مثل ی (1

 شود.ساخته می  ()شبکه باقیمانده  (2

بروید. در غیر این صورت توقف کنید. جریان  4موجود بود، به گام  به   از  مسیری مانند  ر شبکه باقیماندهد اگر (3

 بهینه است.  فعلی،

 را در نظر بگیرید.  (4

 برگردید. 2و به گام  .ماند( می )جریان حاصل، باز هم شدنی باقی ضافه کنیدا در  مسیر واحد جریان را روی  (5

 G: در شبکه توجه

  در این صورت جریان برابر است با  اگر (1

 در این صورت جریان روی کمان برابر است با  اگر (2

دار هستند، بنابراین هر الگوریتم های جهت شدن به شبکهجهتدار، قابل تبدیلرهای غی لازم به ذکر است که چون شبکه

 )با تبدیل آنها به شبکه جهتدارغیر های ، قابل اجرا روی شبکهاست های جهتدار ساخته شده ماکزیمم جریان که برای شبکه

 است نیز های جهتدار( 

 مسئله جریان با کمترین هزینه

های تقاضا ارسال های عرضه به گرهکمان باشد. کالا )جریان( باید از گره mگره و  nشبکه جریانی با   N,A G)(فرض کنید 

ها متغیرهای تصمیم هستند که مقدار شوند به شرطی که تقاضاها برآورده شده و هزینه ارسال این کالا کمینه شود. 

 کنند.میرا مشخص  جریان روی کمان

 باشد:بندی این مساله به صورت زیر میفرمول

 
)2-1(  

 

 شوند.های فوق شروط شدنی بودن نامیده میمحدودیت

ها و کمان صورت با اضافه نمودن گرهبرقرار باشد، در غیر این   در ابتدا برای حل اینگونه مسائل باید شرط 

محدودیت اول را محدودیت تعادل جریان و محدودیت دوم را محدودیت کران جریان  شود.برقرار میهای مصنوعی این شرط 

بیانگر مجموع جریان   و  اُمi های خروجی از گرهبیانگر مجموع جریان   نامند. عبارت می

باشد. برای رسیدن به جواب بهینه می به ازای جریان  مقدار تابع هدف باشد و مقدار اُم میiورودی به گره

شوند. اگر های مختلفی از جمله الگوریتم حذف دور منفی و سیمپلکس شبکه استفاده می الگوریتم

 گردد.تعریف می باشد هزینه آن با  Gدار در شبکه یک دور جهت 

 الگوریتم سیمپلکس شبکه

یک درخت پوشای شدنی )یک پایه شدنی( در نظر بگیرید. (1  

مقدار جریان های پایه ای ) مقدار جریان کمان های درخت( را محاسبه کنید. ( 2  

 3(    و برای هر کمان پایه ای(i,j قرار داده و پتانسیل گره های دیگر

 را بدست آورید.
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 4(  برای کمان های غیرپایه ای  را تعیین کنید.

 5( اگر بازای هرکمان  غیر پایه ای  توقف، جواب فعلی بهینه است.

 ( را به درخت اضافه کنید.pو qکمان  )   ( اگر   6   

با توجه به جهت  کمان های روی دور ایجاد شده  را مثلا  بیشترین مقدار  قرار دهید و    (7

 تعیین نمائید.

 را روی کمان های دور تحمیل کنید. (8

 کمانی که جریان آن صفر است از درخت خارج می شود. (9

 بروید. 3به قدم  (10

 کوتاه ترین مسیر در شبکه جریان 

مفروض است. مسئله کوتاه ترین مسیر عبارت است از  Gدر (i,j)مربوط به هر یال  و هزینه  یال nگره و   mبا  Gشبکه ی 

. هزینه ی مسیر مجموع هزینه های یال های تشکیل Gدر mبه گره  1پیدا کردن کوتاه ترین)کم هزینه ترین( مسیر از گره ی 

ن در قالب شبکه های جریان طراحی کرد. به این صورت که اگر دهنده ی آن مسیر است. مسئله کوتاه ترین مسیر را می توا

 با کمترین هزینه بفرستیم، از این رو   mبه گره  1بخواهیم در یک شبکه یک واحد جریان را از گره ی 

 دد.مدل ریاضی آن به صورت زیر تنظیم می گر iیا  mبه ازای  و  و

 

min  

s.t     

          

 مقدار جریان روی کمان ها در این حالت باید صفر یا یک باشد و نشان دهنده ی آن است که هر یال در مسیر هست یاخیر.

آنگاه مسئله به یک  مسئله برنامه ریزی  خطی عادی تبدیل می شود و  قرار دهیم  اگر به جای نکته: 

 به صورت زیر ارائه می شود. 

min  

s.t     

           

 مدل برنامه ریزی خطی فوق را به راحتی می توان با استفاده از الگوریتم سیمپلکس شبکه حل نمود. 

 طی برنامه ریزی خ

تخصیص منابع محدود به فعالیتهای تعریف شده جهت افزایش بازدهی و یافتن بهترین راه حل بهینه را برنامه ریزی خطی می 

گویند. در واقع برنامه ریزی خطی نوع ساده ای از مدل برنامه ریزی ریاضی می باشد که بهترین گزینه را از میان روشهای 

 دف و محدودیت ها همگی به صورت خطی نمایش داده می شوند.ممکن انتخاب می کند و در آن تابع ه

 بخش های اصلی مدل برنامه ریزی خطی بصورت زیر است:
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 تابع هدف : حداکثر کردن یا حداقل کردن عملکرد مدل می باشد. (1

محدودیت های کارکردی )قیود(: بیانگر محدودیت های منابع جهت رسیدن به اهداف مدل می  باشد که به  صورت  (2

 ( نمایش داده می شود .═( و یا مساوی )≤( کوچکتر مساوی )≥زرگتر مساوی )ب

( (محدودیت های غیر کارکردی یا متغیرهای تصمیم : نشان دهنده مقدار عملکرد یا سطح یک فعالیت بوده و با  (3

 ورد استفاده قرار گیرند.منفی و یا آزاد در علامت م نمایش داده می شود این متغیرها می توانند بصورت مثبت،

 پویا

برنامه ریزی پویا با به کارگیری فرایند های نظام گرا، ترکیبی از تصمیمات متوالی را معین میکند که به ماکزیمم شدن راندمان 

به کار میرود، تصمیم گیری های چند مرحله  ئله)کارایی( محاسبات منتهی میگردد. وقتی برنامه ریزی پویا برای حل یک مس

ی برای دنباله ای از مسائل اتخاذ می گردد. یعنی روش برنامه ریزی پویا یک مسئله ی تصمیم گیری چند مرحله ای را به ا

مسئله یک متغیره تبدیل می گردد،  Nمتغیره به  Nای از مسائل یک مرحله ای تبدیل می کند . از این رو یک مسئله  هدنبال

ی حل خواهد شد . امتیاز این عمل در آن است که مسائل جزئی در مقایسه با مسئله اصل که با حل پی در پی این مسائل،

چارچوب استانداردی جهت فرمول کردن  مسائلی بسیار ساده و کوچک هستند. بر خلاف برنامه ریزی خطی، مسئله اصلی،

وش کلی جهت حل این نوع مسائل آنچه برنامه ریزی پویا انجام میدهد، ارائه ر در واقع، .مسئله برنامه ریزی پویا وجود ندارد

آن است که در هر مورد باید معادلات و روابط  ارگیری برنامه ریزی پویا می توان گفت،ک بهاست. آنچه در کل می توان درباره 

 نوشته و به کار گرفته شوند.  ریاضی مخصوصی که با شرایط مسئله منطبق است،

 دوگان مسئله جریان با مینیمم هزینه

می تواند عامل  ن با حداقل هزینه چندین توضیح مختلف دارد. از آنجا که همه الگوریتم ها برای حل مسئله اولیهدوگان جریا

 را ایجاد کند. حل مسئله اولیه همیشه مسائل دوگان و اولیه را حل می کند.  و متغیرهای  )بالقوه گره اولیه 

دوگان عمدتا مسئله اولیه را نیز حل می کند. اکثر الگوریتم ها برای حل مسائل جریان شبکه مشابه این مورد در حل مسئله 

به طور واضح و یا ضمنی از مشخصه های متغیرهای دوگان استفاده می کنند. چون آنها گره های پتانسیل هستند که در هر 

نکه مسئله دوگان عاملی ایجاد می کند که قسمت استفاده می شوند. و جزئی از برنامه خطی دوگان هستند. مخصوصا ای

بتوانیم جواب دوگان عملی پیدا کنیم که مقدار تابع مشابهی مثل جواب اولیه داده شده داشته باشد. از قضیه دوگان قوی می 

 توان فهمید که بدون انجام محاسبات اضافی و بدون در نظر گرفتن جواب های مطلوب دیگر بایستی جواب های اولیه مطلوب

و بهینه باشند. این روند در تایید تفکر قوی در بهینه سازی شبکه و طرحی کلی و جامع است. همواره در بسیاری از پیشرفت 

 های قبلی از آن استفاده کردیم و در موارد زیادی هم دوباره آنها را خواهیم دید. 

و مسائل جریان ماکزیمم به هم مرتبط هستند.  در مسائل جریان شبکه مسائل دوگان و اولیه از طریق کوتاهترین مسیر اصلی

در حقیقت این روابط کمک می کنند تا اهمیت اساسی این دو مسئله اصلی در مورد تئوری جریان شبکه و الگوریتم ها را 

 دریابیم. 
 

 ای برای درخت های پویاساختارداده

شود.یک مطرح می 1اهمبند تحت دو عملیات)عملگر(ای از درخت های با رئوس نساختار)ساختمان(داده برای نگهداری مجموعه

کند.و دیگری عملگر برش که هر عملگر اتصال که دو درخت را با افزودن یک یال ترکیب کرده و به یک درخت تبدیل می

داده، از دارد. با استفاده از این ساختمان نیo(logn) کند.هر عملگر به زماندرخت را با حذف یک یال، به دو درخت تقسیم می

 های سریع جدیدی برای مسائل زیر به دست آورد.می توان الگوریتم

 .2ترین اجداد مشترکی نزدیک( محاسبه1
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( حل مسائل گوناگون شبکه جریان که شامل پیدا کردن جریان های ماکزیمم، جریان های انسداد و جریان های دوری 2

 است.

 م.ی انواع خاصی ازدرخت های فراگیر مینیم( محاسبه3

 ( پیاده سازی الگوریتم شبکه ای سیمپلکس برای جریانهای با مینیمم هزینه.4

 ماکزیمم کردن پیدا برای o(mnlogn) زمان با الگوریتمی آن از مسئله ی دوم بهترین کاربرد را در بین مسائل دیگر دارد، که

 های گراف برای شده شناخته الگوریتم سریعترین قبل از خود که آید می دست به یال m و رأس n با شبکه یک در جریان

ها را با خواهیم درختای با رأس های ناهمبند داده شده است. میای از درخت های ریشهمی باشد. مجموعه 3اسپارس

 سهولت به ها را به راحتی خلاصه کنیم ودهد تا اطلاعات درختای نمایش دهیم که این امکان را میساختار)ساختمان( داده

 نماییم. رسانی بروز زیر عملگر سه از ناشی تغییرات انعکاس منظور به را اختمانس این

 دو  (v, w) یال نمودن اضافه ی رأس درخت دیگری باشد، به وسیله wی یک درخت و ریشه vاگر :link(v, w) عملگر 

 .می کند v والد را w کار این با می کند و متصل هم به را درخت

به والد)پدر(   vاست را با حذف یالی که از   vی یک درخت نباشد، درختی که شاملریشه v ه اگرگر : ) vcut(عملگر 

 رود، به دو درخت تقسیم می کند.خودش می

 .نماید می( رو و پشت)واژگون را ی درخت، درختبه ریشه vاست، با تبدیل vدرختی را که شامل رأس :evert(v)عملگر 

های  پویا را حل کند. در این فصل دو نوع ساختمان داده، را ارائه دهیم که مسائل درختائه میای را اربنابراین ساختمان داده

برای هر عملگروقتی که زمان روی بدترین حالت دنباله ای از عملگرها هدر را o(logn) می دهیم که نوع اول، کران زمانی

را برای هر عملیات اجرایی )عملگر(  o(logn)کران زماناست و بدترین حالت  تر پیچیده رفته است دارد. و نوع دوم که کمی

 دارد.

  و است، به این معنا که مقادیر ثابت و مثبت o(g(x))همان  f(x)باشند، علامت xتوابعی بر حسب  gو  f اگر نکته:

    f(x)موجود است که 

 کنیم.ی گراف زیر استفاده میرا برای طراحی الگوریتم سریع جدیدی برای مسائل نظریهبنابراین ساختمان داده  

 برای هر عملگر.  o(logn)ترین اجداد مشترک در زمان ی نزدیکمحاسبه (1

 جریدان وo(nmlogn ) (زمدان   ) در مداکزیمم های جریان شامل که جریان های شبکه از مختلفی انواع یمحاسبه (2

 مدورد در بحد  هنگام)اسدتo(mlogn) () زمدان            در دوری هدای جریدان و o(nmlogn) (ان)زمد در انسداد های

 (.است روی گراف های یال تعداد m  و ها راس تعداد n از منظور گراف مسائل

 o(mlogn) ی انواع خاصی ازدرخت های پوشا مینیمم در زمان( محاسبه3
 درخدت جواب رسانی بروز مرحله، هر ازای به که ای گونه رای انتقال مسائل به( پیاده سازی الگوریتم شبکه ای سیمپلکس ب4

 باشد. داشته نیاز o(logn) زمان به

 می توان اجرای ساختمان داده ی که مطرح کردیم و انجام تمرین های تجربی برای مشخص کردن ارزش اجرایی آن 

 تم درخت پویا را برای جریان های شبکه ای یک الگوری  ها، اگر ممکن باشد را مد نظر قرار داد. سلیتور

که توسط یک عامل ثابت)در حدود دو( از الگوریتم دینیتس کند تر است البته به جز در مثال گراف های ماکزیمم مطرح کرد، 

خاص ساخته شده در بدترین حالت. این مورد نشان می دهد که در گراف های تولید شده به صورت تصادفی تنها یک کسر 

 ک می تواند باع  تضعیف الگوریتم دینیتس شود. کوچ

نسخه ی هدر رفت زمانی ساختمان  برخی تجربه ها که در آنها روش به الگوریتم سیمپلکس اعمال شده می تواند ارزنده باشد. 

رخت در حالی که نسخه ی بدترین حالت از د .داده ی ما از درخت های دودویی پیش مقداری شده ی محلی استفاده می کند

 های دودویی پیش مقداری شده ی سراسری استفاده می کند.
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در روش هدر رفت زمانی هم کار می کنند اما درخت های پیش مقدار شده ی محلی درخت های سراسری پیش مقدار شده، 

محققین تمرین بیشتر برای گسترش و توضیح ساختمان داده  ارزشمند است. اخیرا  د.در نسخه ی بدترین حالت کار نمی کنن

نامیده اند. می توانند جایگزین  ]40[نوع جدیدی  از درخت  تحقیقی را پیدا کرده اند  که آن را درخت تحقیقی خود پیوند

ارائه  ]41[شود که توسط تارجان در  4-3و  3-3درخت های دودویی پیش فرض شده در ساختمان داده ی ارائه شده در بخش

 شده است.

 در شبکه های مسطح نهدوگان جریان با مینیمم هزی

مسئله جریان با مینیمم هزینه یکی از مسائل مهم در علوم کامپیوتر است. همچنین یکی از مهمترین مسائل مطرح شده در 

است. در مسئله جریان  16شبکه های جریان است. هدف از ارائه فصل چهارم بررسی جریان با مینیمم هزینه درشبکه های مسطح

ال شبکه یک هزینه دارد و باید یک جریان درست و صحیح که دارای کمترین هزینه است را در این شبکه با مینیمم هزینه هر ی

رئوس را حفظ کند. در   17یافت. جریان درست وصحیح جریانی است که محدودیت ظرفیت، کران پایین یال ها و همچنین تعادل

است که باید محدودیت ها روی رئوس و  حقیقت جریان در شبکه های جریان  یک تابع حقیقی به صورت 

یال ها را تامین نماید. هر گراف مسطح یک گراف مسطح هندسی دوگان دارد به طوری که هریال از گراف اولیه به یک رأس 

یزی دوگان و همچنین هر رأس اولیه به یک یال دوگان مربوط می شود. هر مسئله ی برنامه ریزی خطی یک مسئله ی  برنامه ر

بطوریکه هر محدودیت اولیه به یک متغیر دوگان  وهر متغیر اولیه به یک محدودیت دوگان، مربوط می   خطی دوگان دیگر دارد

شود. مسئله اولیه دارای جواب محدود و بهینه است اگر و فقط اگرمسئله ی دوگان یک جواب داشته باشد. با مسئله ی جریان 

 ه های مسطح این فصل را شروع می کنیم.با مینیمم هزینه در شبک  18گردشی

ابتدا مسئله را در گراف دوگان هندسی مطرح کرده و سپس دوگان برنامه ریزی خطی رابرای این مسئله پیدا میکنیم. هزینه های 

مسئله ی اصلی محدودیت تعادل رئوس را در مسئله ی جدید تعریف می کند و همچنین ظرفیت های یال ها در مسئله ی اصلی، 

را به 19در این فصل سادگی ساختار دوگان هندسی گراف های  مسطح بیرونی هزینه ها را در مسئله ی جدید تعریف می کنند.

 n)o(n (nکار برده ویک الگوریتم برای مسئله ی جریان با مینیمم هزینه برای این نوع گراف ها ارائه داده که در زمان 

 د.تعداد رئوس( به نتیجه می رس

 دو حالت وجود دارد که مسئله ی ورودی دارای جواب بهینه ی محدود نشود. 

 nU+1: ممکن است یک حلقه با هزینه ی منفی در شبکه ی ورودی وجود داشته باشد.در این حالت الگوریتم حالت اول

است این تنها حالتی است رسیده   nU+1واحد جریان در طی این حلقه ارسال می کند، زیرا که ظرفیت تمام یال ها را به  

 واحد جریان است بنابراین این حالت به راحتی قابل تشخیص است. nU+1که یک یال دارای 

 : جواب منطقی و درستی برای مسئله وجود ندارد. این حالت را این گونه تشخیص می دهیم که تمام نسخه های حالت دوم

نیاز  )o(همچنان بزرگ تر از صفر است. هر عملیات درخت پویا به زمان  برش می دهیم و  را از  

 o(n، و دارد و در هر تکرار یک یال از درخت حذف می شود  بنابراین زمان کل اجراء جهت توازن )تعادل( 

 است. o(nح بازگشت دارد بنابراین زمان اجراء کل برابر  سط  )oاست. الگوریتم

حل  o(n رأس می تواند در زمان  nمسئله ی جریان با مینیمم هزینه در شبکه های جریان مسطح بیرونی با نکته: 

 شود.
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